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            Abstract
          
        

        
          본 연구는 불연속적인 입상 물질 모사에 널리 활용되는 이산요소법을 이용하여 취성(brittle)-소성(plastic) 변형이 광역적으로 발생하는 습곡-충상단층대 모형을 개발하였다. 본 이산요소 모형의 기하학적 구조는 수치 및 상사 모델링 기법으로 수행된 기존 연구들과 일치함을 확인하였다. 모형의 변형률을 분석하기 위해 연속체 역학(즉, 유한차분법 및 유한요소법)이 도입된 파이썬 기반 후처리 코드를 제작하였다. 이를 통해 습곡-충상단층대의 실제적인 취성-소성 변형을 모사하고 물질 대변형에 사용되는 유한변형률을 통해 단층의 운동 감각, 방향에 따른 변형의 규모, 체적변형률, 왜곡도를 구하는 등 물리적·정량적 분석을 성공적으로 수행하였다. 유한차분법을 사용한 변형률 계산 결과는 경계부에서는 부정확하나 전체적으로 균일한 분포를, 유한요소법에서는 경계부를 따라 해석해와 비교하였을 때 정확도가 높은 결과를 보였다. 이를 통해 본 연구는 유한요소법이 지질 구조의 불규칙한 경계 내 변형률을 계산하는데 효율적인 방법임을 제시하였다. 본 연구에서 적용한 변형률 계산법은 습곡-충상단층대와 같은 대변형이 일어난 지질 구조의 물리적 해석에 최적화되었다. 또한 퇴적물의 마찰성 입상 거동(예, 쪼개짐, 회전, 교란, 교결, 압밀 등)을 내재적으로 반영하는 이산요소법의 특성을 고려하면, 본 연구에서 개발한 변형률 계산 방법은 지표면 내 퇴적물 거동, 불연속 구조의 변형률, 시간에 따른 퇴적층의 부피 변화(예, 침하, 팽창) 등을 이해하는데 활용 가능하다.

        

        
          
            초록
          
        

        
          We develop a fold-and-thrust belts model with extensive brittle-plastic deformations using the discrete element method (DEM), widely adopted for simulating discontinuous granular materials. We confirm that our models are consistent with previous numerical and analog studies in terms of the surface angle, the spacing between two near-thrusts, and the number of thrusts. Furthermore, we build the Python post-processing code for analyzing the strain evolution within the model based on continuum mechanics, i.e., the finite difference method (FDM) and finite element method (FEM). Physical and quantitative analysis such as kinematic sense of fault, the amount of deformation, volumetric strain, and distortion is successfully performed by adopting the finite strain for large geological deformations. The strain calculated based on the FDM is inaccurate at the boundaries but shows a uniform distribution throughout the model, and the FEM shows high accuracy which is comparable with the analytic solution along the boundaries. This suggests that the FEM provides a more efficient tool for analyzing strain fields in geological domains with irregular boundaries such as fold-and-thrust belts. The strain calculation method applied in this study is optimized for the physical analysis of geological structures that have undergone large deviatoric deformations. Moreover, since the DEM inherently includes the frictional granular behaviors of the sediment (e.g., fracture, rotation, disturbance, cementation, and consolidation), our strain analysis method guarantees high feasibility in various cases, such as the observation of the sediments behavior in the surface, the strain analysis of discontinuous structures, and the volume change of sediment layers over time (e.g., settlement and expansion).
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      1. 서 론
      습곡-충상단층대(fold-and-thrust belts)는 조산대(Metcalf et al., 2009; Forte et al., 2013; Vaseghi et al., 2016; Roy et al., 2020)나 섭입대(Dahlen, 1984; Park et al., 2002; Borderie et al., 2019; Dominguez et al., 2000)와 같은 수렴형 경계에서 발달하는 대표적인 천부 취성 변형 구조이다(Buiter et al., 2016). 조산대에서는 전면지(foreland)에서 후방지(hinterland)로 향할수록, 섭입대에서는 해구에서 내륙으로 향할수록 단층 경사각이 증가하고(Davis et al., 1983; Park et al., 2002) 지각이 두꺼워져 습곡-충상단층대나 부가쐐기(accretionary wedge) 구조를 이룬다(그림 1; Ruh et al., 2018; Dominguez et al., 2000). 습곡-충상단층대 진화에 수반되는 부가 쐐기는 불도저가 흙더미를 밀었을 때 그 모양이 쐐기처럼 되는 현상과 같은 원리로 생성된다(Dalhen et al., 1984; Ruh et al., 2013). 시간에 따른 쐐기 구조 진화를 역학적으로 설명하는 임계 경사 이론(critical taper theory)에서는 쐐기 구조에 퇴적물이 부가될 때 구조적으로 안정된 상태를 유지하기 위해 시간에 따른 표면 경사각 α와 바닥 경사각 β의 합인 α + β가 보존된다(Dahlen, 1984). 습곡-충상단층대 및 부가쐐기 등 쐐기 형태로 진화하는 구조에 대한 이론 및 실험 모델은 임계 경사 이론에 쿨롱 파괴 기준(Coulomb failure criterion)을 도입(Chapple, 1978)하여 쐐기 구조의 이론적 진화 양상 뿐만 아니라 퇴적층의 취성변형까지 모사하였다(Lohrmann et al., 2003; McClay	et al., 2004). Bonini (2007)는 상사 모델링 기법을 통해 습곡-충상단층대에서 횡압력을 받은 마찰성 미고결 퇴적물들은 분리단층(décollement)의 바닥면을 밀며 충상단층(thrust), 역방향 충상단층(back thrust), 돌출(pop-up), 융기(uplift), 습곡(fold), 비탈(ramp), 듀플렉스(duplex) 등 다양한 소규모 압축 구조를 복합적으로 발생시킴을 확인하였다. 

      
        
        

        Fig. 1. 
				
        

        
          Schematic diagram of critical taper theory regarding the evolution of an orogenic wedge. The critical taper angle (α + β) for sustaining wedge stability is defined by the summation of the surface angle α and dip angle β. As compressional stress is applied to the foreland from the hinterland, faults splay out from the décollement, and a tectonic wedge appears in the foreland. The critical taper angle is conserved during the deformation.
        
        

        

      

      유동학과 암석역학에서 습곡은 큰 규모의 단열없이 소성 변형이 영구적으로 누적된 상태의 연성전단대(ductile shear zone)이며, 충상단층은 응력이 모암의 항복강도를 초과하여 비가역적으로 파괴되는 취성전단대(brittle shear zone)에 속한다(Roy et al., 2020). 단열은 주응력에 수직이나 전단방향으로 갈라진 틈으로서(Liu, 2005), 퇴적물 입자의 전위나 회전을 일으킨다. 단열의 누적은 단층을 만들고 그 주변에 변형 집중화(strain localization) 현상을 야기한다. 미소 단열이 산발적으로 발생하나 구조 형태 파괴가 일어나지 않는 선에서 그치는 연성전단대와 달리, 취성전단대에서는 단열이 공극 유체의 통로(Stipp et al., 2013; Yamada et al., 2014)가 되어 윤활 작용이 일어나 단층대의 강도가 낮아지거나(Hori and Sakaguchi, 2011), 변형 집중 과정에서 전단열 증대(Regenauer-Lieb and Yuen, 1998; Jo and So, 2020) 및 마찰력 약화(Goldsby and Tullis, 2011; So and Capitanio, 2020)가 발생할 수 있다. 특히 일부 섭입대의 후방지 말단에서 시작된 물매 단층(splay fault)으로부터 전면지 말단까지 이어진 습곡-충상단층대는 여러 갈래로 갈라져 있으며 분리단층을 경계 삼아 상부 맨틀과 지각 사이 퇴적물과 공극유체 등 다상 물질의 이동 경로가 된다(Moore et al., 1990; Branquet et al., 1999). 횡압력과 정암압에 의해 과압 상태가 되어 상부지각으로 빠져나온 섭입 환경 내 슬랩의 유체는 습곡-충상단층대 내부에서 활발한 열역학 및 유체역학적 상호작용을 하면, 결과적으로 단층면에 작용하는 유효수직응력을 감소시켜 메가스러스트 지진의 발생원인이 되기도 한다(Sibson, 2020; Dorsey et al., 2021). 이러한 맥락에서, 습곡-충상단층대의 변형률 분포 계산은 단층 변위 규모와 운동 감각을 보여주며 더 나아가 단층대 강도의 열적 및 기계적 약화 기작을 추론하는 열쇠가 된다.

      지질/지구물리학적 자료를 통해 변형률을 계산하는 방법은 측정 대상 규모에 따라 크게 상시 GPS (Global Positioning System) 관측과 변형타원체법으로 나뉜다. 조산 및 섭입 운동의 결과로 수반되는 습곡-충상단층대 구조는 일반적으로 전체 폭이 약 수십-수백 km 규모로 발달한다(Glasmacher et al., 2004; Kendall et al., 2020). 상시 GPS 관측을 통해 전체 구조에 대한 작용 힘의 방향, 속도, 변형률을 계산할 수 있다(Forte et al., 2013; McCaffrey et al., 2016). 반면 연구 지역 노두 상에서 관찰 가능한 소규모 변형 구조에서, 변형된 암석 또는 박편 상의 임의의 절단면은 가상의 응력변형타원을 가진다(Lisle, 1985; De Paor, 1990). 각 노두 상의 변형타원체를 통해 구한 변형률을 지질도 상에 표시했을 때 드러나는 변형률 분포로 전체 지질 구조를 해석할 수 있다(Ramsay et al., 1983; Burmeister et al., 2009). 앞선 두 방법으로는 연구 지역의 현재 지질학적 변형률 상태를 알 수 있으나 과거에 시작된 지질 구조 진화와 그에 따른 변형률 변화 이력을 추적하기 어렵고, 획득 가능한 관찰 자료의 개수에 한계가 있어 양질의 결과를 얻기 위해 자료의 보간이 불가피하다.

      최근 암석/광물학 실험, 지진파 토모그래피 자료, 원격 탐사 자료 등 지질/측지학적 근거와 고속 컴퓨팅 기술을 융합한 수치해석법이 습곡-충상단층대를 포함한 여러 지구동역학적 현상 모사에 사용되고 있다(Reuber and Simons, 2020). 습곡-충상단층대의 경우, 수 미터 ~ 수백 킬로미터의 공간적 규모와 수십 년 ~ 수백만 년의 시간을 통해 진화하며(Cosgrove and Ameen, 2000) 지배방정식(예, 질량보존방정식, 운동보존방정식, 에너지보존방정식)을 이용한 수치해석법은 이를 동시에 다루기에 적합하다(Buiter et al., 2016; van Zelst et al., 2021). 이에 따라 연속체 역학을 기반으로 한 유한차분법과 유한요소법이 활발히 사용되고 있다. 그러나 Byerlee 법칙(Byerlee, 1978)을 따르는 마찰성 물질에 적용할 경우, (1) 취성 파괴 등 급격한 동적 상황에서 불안정한 계산의 수렴(Li and Gosh, 2006; Ma and Elbanna, 2019), (2) 물질 경계면의 변형에 따라 발생하는 과도한 격자 변형(Espinosa et al., 1998; Kaus et al., 2010), (3) 매질의 연속성 가정에 위배되는 단층의 본질적인 계산 한계(Gurnis et al., 2000; Lee and So, 2020)가 단점으로 언급되어왔다. 앞선 이유로, 유한차분법과 유한요소법은 추가적인 기법 없이 마찰성 물질이 취성거동을 하는 상부지각(깊이 15 km 이내)의 변형을 모사하기에 제한적이다(Feng et al., 2015; Zhao and Gao, 2014).

      최근 이산요소법(discrete element method)을 도입한 습곡-충상단층대 수치 모사 연구가 활발히 진행 중이다(Buiter et al., 2006, 2016; Hardy and Finch, 2005; Egholm et al., 2007; Dean et al., 2013; Morgan, 2015; Meng and Hodgetts, 2019; Li et al., 2021). 이산요소법은 습곡-충상단층대를 구성하는 퇴적물 거동 해석에 적합한 수치모사법으로써, 운동 방정식(뉴턴 제2법칙)과 선형 탄성식에 따라 입자 간 상호작용을 계산한다. 연속된 격자가 아닌 독립된 입자 자체가 계산 요소이기 때문에 대규모 암반 파쇄와 미시적인 지형 변화 등 비선형 변형을 안정적으로 모사할 수 있다. 그러나 유한요소법이나 유한차분법을 사용한 습곡-충상단층대 모형에 비해, 이산요소법을 활용한 경우에서는 변형률 계산에 추가적인 단계가 요구된다. 각 입자의 변형률을 구하기 위해서는 변형구배텐서(deformation gradient tensor) 계산이 선행되어야 한다. 변형구배텐서는 입자의 변위를 공간증분에 대해서 편미분하여 얻어진다. 변위가 연속함수일 경우 해석적 방법으로 미분이 가능하지만, 이산요소모형의 경우 변위 분포가 일정하지 않고 불연속하여 미분을 하려면 수치 해석 기법이 필요하다. 이산요소모형의 변형률 계산을 위해 다양한 방법으로 연속체 역학을 도입한 연구 사례들을 소개한 O’Sullivan (2011)에 따르면, 연속된 변위장을 만들기 위해서는 불연속한 입자의 변위를 임의의 격자망으로 전사(mapping)하는 과정이 필요하다. 유한요소법은 이산요소모형에 사용된 입자 중 인접한 세개의 중심점을 서로 이어 만든 삼각형 요소로 구성된 격자를 사용한다. 따라서 격자의 모양이 실제 변형된 입자의 위치를 그대로 반영한다. 반대로 유한차분법에서는 이산요소모형의 입자 위에 균일한 간격으로 이루어진 가상의 격자망을 덧씌우기 때문에 격자의 모양이 변형된 입자 분포와 무관하다. 두 방법으로 조성된 격자 내 절점에 변위 정보를 부가하여 변형률 계산을 위한 미분을 수행하였다. 국내에서 이산요소법은 주로 절리암반 내 공동 주변의 전단영역 및 균열간극 추정 모형(Hong et al., 2021) 등 암반공학/안전성평가 등 공학적 목적으로 활용되었다. 그러나 국내에서 아직까지 이산요소법을 활용한 습곡-충상단층대 진화의 수치 모형 연구 및 변형률 분포 분석은 활발히 이어지지 않았다.

      이에 따라 본 연구에서는 이산요소법을 이용한 습곡-충상단층 진화 모형을 제작하고, 연속체 역학 기반 수치계산법인 유한요소 및 유한차분법을 사용하여 물질 대변형의 변형률을 나타내는 유한변형률텐서(finite strain tensor; Zienkiewicz and Taylor, 2000)를 구하였다. 파이썬 프로그래밍 언어를 이용하여 변형률 해석 코드를 작성하였으며, 신뢰성 검증을 위해 해석해가 존재하는 모형 문제를 벤치마크 하였다. 벤치마크는 작성된 변형률 해석 파이썬 코드를 통해 모형 문제의 유한변형률텐서를 수치적으로 계산한 후 해석해와 비교하는 방식으로 수행되었다. 변형률 계산 코드는 격자 구성 방식에 따라 두개의 방법(유한차분법, 유한요소법)으로 나누어 개발되었다. 이후 타당성이 확인된 변형률 계산 코드를 습곡-충상단층대 이산요소 모형에 적용하고 압축률에 따른 운동학적 및 기하학적 구조 진화와 변형률 분포를 동시에 해석하였다.

    

    

  
    
      2. 연구방법
      
        2.1 이산요소법
        입자법의 일종인 이산요소법은 암석의 역학적 거동을 모사하기위한 수치해석기법으로써 1971년에 Cundall에 의해 처음으로 제안되었다(Cundall, 1971). 현재는 분말 역학(Jerier et al., 2011), 분자 동역학(Depta et al., 2018), 기계 공학(Fleissner et al., 2007), 재료 공정(Mishra, 2003) 등 유동성 입자 군집을 대상으로 한 연구 분야에 다양하게 활용되고 있다. 이산요소법의 계산 영역은 연속된 격자가 아닌 서로 독립된 유한개의 입자 집합이다. 개개의 질량을 가진 입자들은 외부 힘(예, 중력, 충돌 힘)과 내부 힘(예, 관성, 회전 모멘트)의 합력에 따라 동시다발적으로 병진 및 회전 운동을 한다. 이산요소모형의 물질 내 입자는 다른 입자와 접촉되어 있거나 접촉이 파괴되어 있다. 접촉과 접촉 파괴를 설명하는 가장 간단한 역학 모형에는 질량-스프링 체계가 있다. 이는 질량을 가진 입자와 강성이 부여된 탄성 스프링이 직렬로 연결된 구조를 가지며, 외부 힘에 의해 탄성 한계 이상의 응력이 쌓인 스프링의 파괴 거동을 직관적으로 모사하기에 적합하다. 스프링의 높은 강성은 원상태를 유지하려는 복원력이 강함을 의미하며 이는 입자 간의 접촉력과 비례한다. 일반적으로 이산요소법을 활용한 지질구조모형에서는 시간에 따른 결합력의 감쇠 효과를 더하기 위하여 그림 2와 같이 질량-스프링 체계에 완충기를 병렬로 연결한 모형인 질량-스프링-완충기 체계를 사용하고 있다(Seyferth and Henk, 2004; Chiu et al., 2015; Furuichi et al., 2018).

        
          
          

          Fig. 2. 
				
          

          
            Mass-spring-damper system with the contact point between particles. Particles with individual masses are in contact; the red circle indicates the contact point. Each contact point comprises a pair consisting of spring and damper, representing restoring (green arrow) and damping forces (blue arrow), respectively. Particles attract each other by the restoring force of spring. In contrast, the damping force works in the opposite direction to buffer the effect of restoring force and stabilize the numerical system.
          
          

          

        

      

      
        2.2 유한변형률텐서
        물질의 변형은 크게 전위변형과 회전변형으로 나뉜다. 공학적인 목적으로 주로 도입하는 미소변형률은 무한소 단위의 전위변형만을 고려한다. 하지만 지질 구조 중 단층과 같이 대규모 변형을 겪는 물질의 변형률 계산에는 전위변형뿐만 아니라 회전변형까지 감안하는 유한변형률을 사용한다. 라그랑지안 관점의 유한변형률이론은 입자의 초기 위치를 기준공간좌표계로 사용한다. 이에 따라 시간이 t, 입자의 변형 전 좌표가 X, 변형 후 좌표가 x 일 때 변위장 u(X, t)는 x-X(x, t)로 정의된다. 유한변형률은 변형 전 좌표에 대해 변형 후 좌표를 공간 방향에 따라 미분한 변형구배텐서(F)로부터 유도된다. 2차원 공간에서 입자의 초기 위치와 시간에 대한 함수인 변형구배텐서는 F(X, t)로 표현된다. 이를 텐서표기법으로 나타내면 식 (1)과 같으며 i, j는 공간 방향을 표시하는 색인으로서 1은 수평방향, 2는 수직방향을 의미한다.

        
          
            
              	
                
              
              	
                (1) 
				
              
            

          

        

        이를 크로네커 델타(Kronecker delta)인 δi,j와 변위 u로 나타내면 식 (2)와 같다.
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        라그랑지안 관점의 유한변형률텐서는 그린-라그랑지안 변형률텐서(Green-Lagrange strain tensor)라고도 불리며 식 (3)과 같다.
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        이를 정리하면 식 (4)가 유도된다. 
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        습곡-충상단층모형 내 변형률의 물리적 해석을 위해 앞서 구한 변형구배텐서 및 유한변형률텐서로부터 체적변형률(volumetric strain)과 왜곡도(distortion)를 각각 계산하였다(Morgan, 2015). 변형 전 부피를 V, 변형 후 부피가 ν일 때 체적변형률 J는 자코비안으로 식 (5)와 같다.
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        편차유한변형률(deviatoric finite strain, E')은 유한변형률에서 정적 변형률(hydrostatic strain,Ehyd)을 뺀 값으로서 텐서표기법으로는 식 (6)과 같다.
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        편차유한변형률의 이차불변량(IIE')은 왜곡도를 의미하며 식 (7)에 따라 계산된다.

        
          
            
              	
                
              
              	
                (7) 
				
              
            

          

        

      

      
        2.3 유한차분법 및 유한요소법을 이용한 변형률 계산
        본 연구에서는 파이썬 프로그래밍 언어를 이용하여 불규칙하게 배치된 이산요소모형 내 입자들의 변위 정보를 격자 내 절점에 전사한 후, 공간에 대한 미분을 수행하여 유한변형률(E)을 계산하는 코드를 작성하였다. 해당 과정에 대한 연속체 수치모사기법의 활용가능성을 파악하기 위해, 본 연구에서 사용한 알고리즘은 격자 생성 방식에 따라 유한차분법과 유한요소법으로 나뉜다.

        유한차분법을 사용한 계산법에서는 이산요소모형의 불균일한 입자 배치가 격자로 투영된다. 격자는 차분이 용이하도록 일정한 간격으로 연결된 절점들로 구성된(그림 3a). 라그랑지안 관점의 유한변형률이론은 초기 위치를 기준좌표계로 사용하기 때문에, 변형 전 상태의 입자 변위가 절점으로 전사된다. 이 과정에서 발생하는 입자 값과 절점 값 사이의 오차를 줄이기 위해, 역거리 가중법을 사용하였다. 대상 절점과 주변 입자 간 거리에 따라 가중치가 산정된 변위를 절점에 내삽함으로써 절점에 가까운 입자일수록 그 변위가 더 크게 반영되게 하였다(그림 3a). 변위의 근사치가 부여된 임의의 한 절점을 수평 및 수직방향으로 중앙차분하여 변형구배텐서를 구하였다. 이어 계산한 유한변형률 및 물리적 해석을 위한 정량적 측도(체적변형률, 왜곡도)도 동일한 절점에 정의된다. 격자는 초기 입자의 위치를 토대로 생성되었기 때문에 절점 상에 놓인 값들을 그대로 도시할 경우 이산요소모형의 변형 전 구조에 나타나게 된다. 그러나 본 연구는 지질 구조 내 변형률 분포 가시화를 목적으로 하므로, 절점 값을 입자로 다시 전사하는 방법을 통해 변형된 모형 상에 변형률 및 기타 계산 값을 도시하였다.

        
          
          

          Fig. 3. 
				
          

          
            Mesh grids over particles in the discrete element method (DEM) used to obtain spatial differentials of the displacement field. Open and pink circles indicate DEM particles and nodes. At each node, strains are calculated. (a) In the finite difference method (FDM), particle displacements are mapped to the nodes of the uniform rectangular grid. According to the inverse distance weighting method, particle displacements around a node (e.g., a, b, c, and d) are interpolated regarding their distances from the node (r1, r2, r3, and r4). (b) In the finite element method (FEM), the centers of particles are overlapped with nodes. Three nodes connect to form a triangle-shaped element.
          
          

          

        

        유한요소법을 이용한 변형률 계산법에서는 들로네 삼각화법(Delaunay triangulation method)를 통해 격자를 구축한다(그림 3b). 이는 인접한 입자 간 중심점을 서로 이어 삼각 요소를 구성하는 격자생성법으로 물질의 표면 기하를 명확하게 나타낼 수 있기 때문에 복잡한 형태를 가진 물질 계산에 빈번하게 사용된다(Wu and Lee, 1997; Fedorko et al., 2014). 물질경계면에서 격자 해상도가 높을수록 정확히 계산하는 유한차분법과 달리, 유한요소법에서는 입자 분포를 따라서 생성된 삼각 요소 내에서 원활히 계산을 수행한다. 임의의 요소 내 변위장은 삼각형 요소를 구성하는 3개의 절점 간의 형상함수로 내삽하였다. 요소에 형상함수의 적분값을 부여하는 경우 요소 전체에 걸쳐 평균 낸 결과값을 얻을 수 있지만, 이는 변형 전 입자 위치를 따라서 생성된 요소이므로 변형 후 모형에서 변형률 분포를 알기 어려운 문제점이 있다. 따라서 조성된 변위함수를 통해 유한변형률, 체적변형률, 왜곡도를 구하고 해당 요소 내 3개 절점에 지정하여 변형 후 입자 상에 나타내었다. 

      

    

    

  
    
      3. 결과 및 토의
      
        3.1 후처리를 위한 임의의 연속체 모형의 개발 및 검증
        유한차분법 및 유한요소법을 사용한 변형률계산코드를 이산요소모형에 적용하기 전, 본 연구에서 개발한 코드를 이용해 도출한 값과 해석해 간의 비교를 통해 정확성을 검증하는 단계가 필요하다. 그러나 습곡-충상단층대 내의 변형은 불균일하며 비선형성이 커서 해석적인 방법으로 변형률을 계산하는 것은 한계가 있다. 따라서 본 연구는 해석해가 존재하는 2차원 비선형 변형 모형 문제를 정의하고 유한요소법 및 유한차분법 코드를 사용하여 구한 변형률의 수치해를 해석해와 비교하였다. 모형 문제의 초기 상태는 X축과 Y축의 범위가 [0, 1]으로 정사각형을 이루며 초기 좌표가 (X, Y)일 때 변형 후 좌표 (x, y)는 식 (8)에 따라 정의된다.

        
          
            
              	
                
              
              	
                (8) 
				
              
            

          

        

        유한차분법 및 유한요소법을 사용하여 모형 문제의 유한변형률텐서, 체적변형률, 왜곡도를 계산하고 해석해와 비교하였다(그림 4). 유한변형률텐서의 대각성분인 E11과 E22은 각각 X방향과 Y방향의 변형률을 의미하며 이에 대한 해석해에서는 각 축과 평행한 방향으로 일정한 변형률을 보인다(그림 4a, 4b). 대칭행렬인 E의 비대각성분 E12과 E21는 서로 같으며 전단방향의 변형률을 나타낸다(그림 4c). 그림 4d와 4e는 각각 체적변형률과 왜곡도의 해석해이다. 유한차분법(그림 4f ~ 4j) 및 유한요소법(그림 4k ~ 4o)을 사용하여 계산한 변형률의 전반적인 분포는 해석해와 일치한다. 또한 해석해와 수치해의 범위를 비교해보면 E11, E22의 경우 0 ~ 20 사이 E21, E12의 경우 -4 ~ 4 사이, J의 경우 -40 ~ 40 사이, IIE'는 -100 ~ 0 사이에 동일하게 존재한다. 그러나 바깥 경계에 해당하는 부분 중 변형률이 높은곳에서는 두 방법의 특징에 따라 해석해와 다른 양상을 보였다. 보간을 사용하는 유한차분법을 통해 E11(그림 4f), E22(그림 4g), IIE'(그림 4j)를 계산할 경우 변형 전 형상에서 바깥 경계에 해당하는 부분(검은 점선 영역) 동일한 위치의 유한요소법을 사용한 결과(그림 4k, 4l, 4o)보다 평활화 되었다. 그에 반해 보간을 하지 않고 절점값 그대로를 사용하는 유한요소법으로 계산했을 경우 해당 위치의 변형률을 뚜렷하게 나타내지만 해석해 수준의 균일한 분포는 보이지 못했다. 두 방법의 정량적인 정확도를 평가하기 위해 해석해에 대한 수치해의 제곱평균제곱근오차(Root Mean Square error; 이하 RMS 오차)를 표 1에 제시하였다. IIE'를 제외한 모든 RMS 오차의 차수는 10-3로 매우 낮은 편에 속했으나 유한차분법의 평균 RMS 오차가 유한요소법보다 약 4배 더 높았다. 그림 5에서는 유한요소법, 유한차분법으로 계산한 E11, E22, IIE'에 대한 RMS 오차를 변형 전 좌표에 나타내고 그 분포를 해석해와 비교하며 분석하였다. 유한차분법을 사용했을 때 3개 지표에 대한 RMS 오차 분포의 공통점은 주로 경계에 집중 되어있다는 것이다(그림 5d, 5e, 5f). 이는 유한차분법의 격자에서 가장 마지막 행/열에 포함된 절점은 중앙차분을 수행하기에 한계가 있어 인접한 절점의 값으로 대신하기 때문으로 추정된다. 한편 유한요소법은 경계에 놓여있는 입자를 절점으로 삼아 그대로 계산한다. 이에 따라 E11(그림 5h), E22(그림 5i)에 대한 유한요소법의 오차 발생률은 각각 좌우 및 상하 경계에서 거의 0에 가깝다. 그러나 유한요소법을 이용한 IIE' RMS 오차 분포(그림 5g)와 해석해(그림 5a)를 비교해보면 변형 구배가 높은 곳에서 RMS 오차가 발생함을 확인하였다. 같은 지표에 대해서 유한차분법을 사용했을 때는 변형 구배가 높은 곳에서 오히려 균일하게 낮은 RMS 오차를 보이며, 이는 보간 과정되었다. 위와 마찬가지로 E11와 E22의 해석해(그림 5b, 5c)의 X축 및 Y축을 따라 점진적으로 변형률이 변화하는 곳에서 유한차분법을 이용했을 경우(그림 5e, 5f)는 평활화 된 값이 나타나며, 유한요소법의 경우(그림 5h, 5i)는 미량의 오차를 보였다. 각각의 경우에서 평균 RMS 오차는 유한차분법이 유한요소법보다 최소 2.5배에서 약 7배가 더 크며 유한차분법에서 경계의 변형률을 정확히 계산하지 못하는 것이 원인으로 고려된다. 예를 들어 변형 후 좌표에 유한차분법으로 구한 변형률을 도시한 그림 4f, 4g, 4j에서 경계선 중 변형률이 높은 부분을 보면 해석해(그림 4a, 4b, 4e)와 다소 상이한 양상을 보인다. 

        
          
          

          Fig. 4. 
				
          

          
            Exact and numerical solutions of the finite strain tensor (E), volumetric strain (, and distortion (IIE'). The diagonal parts of E are E11 and E22. As E is symmetrical, the off-diagonal parts (E12 and E21) are identical. Volumetric strain and distortion are calculated for physical interpretations such as volume change and deviatoric deformation; (a) ~ (e) show exact solutions. (f) ~ (j) and (k) ~ (o) exhibit the corresponding FDM and FEM results, respectively. The black dashed curves in the FDM solutions refer to the region with large error compared to the exact and FEM solutions.
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            Root mean square errors (RMSEs) of numerically calculated strains relative to exact solutions.
          
          

        

        
        

        
          
          

          Fig. 5. 
				
          

          
            Root-mean-square error (RMSE) distributions of E11, E22, and IIE' calculated using the FDM and FEM and compared to exact solutions. Panels (a) ~ (c) show exact solutions of strains, whereas (d) ~ (f) and (g) ~ (i) show RMSE for the FDM and FEM, respectively. Most errors of FDM results are on the boundary which showed high strains in the exact solutions. On the other hand, RMSEs of FEM results are concentrated on regions where the gradients of strain in the exact solution are large. The overall RMSEs of FDM results are about four times higher than those of FEM results in averages.
          
          

          

        

      

      
        3.2 이산요소법을 이용한 습곡-충상단층대 모형 설정
        다수의 지질구조모형 모사 연구에서는 습곡-충상단층대를 압축 하의 토조(sandbox)로 가정한다(Davis et al., 1983; Burbidge and Braun, 2002; Schreurs et al., 2006; Granado et al., 2017). 대표적인 압축 환경인 조산대와 섭입대에서는 각자 다른 압축 기작이 적용된다. 대륙판 사이의 충돌로 인한 조산대의 경우 지각의 연대가 높아 강한 강도를 지니며, 후방지에 해당하는 상대적으로 강한 지각이 전면지에 해당하는 약한 지각을 수평방향으로 수축시킨다. 이 때 전면지 하부층이 상부층과 함께 변형될 경우 단층의 경사각이 증가하며 두꺼운 습곡-충상단층대가 형성된다. 이에 반해 섭입대 환경에서는 밀도가 높은 해양판이 대륙판 하부로 섭입하면서 분리 단층이 활성화되고 상부층에만 변형이 집중된다. 따라서 습곡-충상단층대의 두께가 조산대 환경보다 상대적으로 얇고 평균적인 경사각이 낮다. 모의 실험에서 두 발생 기작에 따른 충상-습곡단층대의 진화를 파악하기 위해서는 모형에 각 경우의 작용 힘 방향에 맞는 경계조건을 부여해야한다. 예를 들어 조산대 내 습곡-충상단층대 모사는 토조의 좌우 벽면 중 한쪽을 후방지로 가정하여 변위를 가하는 방식으로 수행될 수 있다. 반면 섭입대의 경우 토조의 바닥면을 수평방향으로 이동시켜 모사할 수 있다. Davis et al. (1983)에 따르면 이 방법은 벽면에 변위를 가하는 경우보다 평균 10°이내로 낮은 경사각을 가진 단층을 유발한다. Schreurs et al. (2006) 와 Buiter et al. (2006) 는 각각 상사 모사 기법 및 수치 모사 기법을 활용하여 토조 압축 실험을 수행한 여러 연구들을 종합하고 결과를 비교하였다. 본 연구는 위 실험의 벤치마크를 수행하기 위해 이산요소법을 이용하여 토조의 한쪽 벽면에 1.07 × 10-6 m/time-step의 압축률을 가하면서 입자층의 형태 변화를 조사하였다. Schreurs et al. (2006) 및 Buiter et al. (2006) 의 토조는 실내 시험이 가능한 크기로 설정하였다. 이와 동일한 실험 조건을 갖추기 위하여, 그림 6과 같이 최대 높이 5 cm, 길이 35 cm의 2차원 토조 모형을 구축하였다. Schreurs et al. (2006)의 상사 모사 실험에서 토조의 주요 구성 물질은 쿨롱 파괴 법칙을 따르는 마찰성 규사이다. 분리단층 역할을 수행하는 0.5 cm 폭의 마이크로비드(microbead)층하나를 제외한 나머지 부분은 규사층으로서 변형의 가시화를 위해 0.5 cm 간격으로 색을 달리하였다. 또한 이미 존재하던 조산대 및 퇴적층을 나타내는 모래층이 오른쪽 최상부에 쐐기 모양으로 존재한다. 습곡-충상단층대의 진화 기작을 다루는 많은 선행 연구에서는 분리단층이 습곡-충상단층대의 발달을 촉진한다고 제시해왔다(Poblet and Lisle, 2011; Forte et al., 2013; Muñoz et al., 2013). 이는 분리단층이 주변부에 비했을 때 기계적인 약대로써 작용하기 때문이다. 수치모델링기법을 사용한 다수의 연구에서는 점성도, 마찰각, 밀도 등 해당 모델링 기법의 특정 변수를 낮게 조절함으로써 약대를 구현했다(Costa and Vendeville, 2002; Koyi and Vendeville, 2003; Li and Mitra, 2017). 따라서 본 연구는 Itasca사에서 개발한 이산요소법 상용 소프트웨어인 PFC2D (Particle Flow Code 2D)를 사용하였으며 각 층에 해당하는 물질의 특성(예, 밀도, 마찰각, 점착력 등)에 맞는 이산요소법의 입력 변수(예, 입자의 밀도, 접촉부 마찰각, 입자의 직경, 접촉 스프링의 강성, 점착력 등)를 적용하였다(표 2). 

        
          
          

          Fig. 6. 
				
          

          
            Model setup for materials and boundary conditions of a two-dimensional (2D) sandbox for simulating fold-and-thrust belts evolutions using the DEM, which has conditions similar to the analog model developed by Schreurs et al. (2006). The dip angle is 0°, and the initial surface angle of the upper sand pile is 10°. The microbeads layer, which is embedded between layers of quartz sand, represents décollement which promotes significant deformation due to its distinct properties (e.g., density, frictional angle, and Young's modulus). The compressional rate applied on the right sidewall is 1.07 × 10-6 × m·time-step-1, which is sufficiently slow for maintaining a quasi-static state. The black box shows the distributions of contact bonds (see red bars) between adjacent particles.
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            Discrete element model of fold-and-thrust belts model parameters.
          
          

        

        
        

      

      
        3.3 습곡-충상단층대 모형 벤치마크 결과
        그림 7은 압축에 따른 토조 내 모래층의 변화(그림 7a ~ 7e)와 입자 간 접촉 상태의 분포(그림 7f ~ 7j)를 보여준다. 토조의 초기 횡방향 길이 35 cm에서 25 cm가 될 때까지 지속적으로 1.07 × 10-6 m·time-step-1의 압축률을 가하였으며, 이에 따라 응력을 받은 입자 간 스프링이 강성 한계를 초과해 절단되어 인접한 입자와 분리되는 과정을 관찰하였다. 압축 변위 2 cm일 때(그림 7a) 이동 벽으로부터 약 8 cm 거리의 지점에서 전파단층(forward thrust)과 역방향단층(backthrust)이 동시에 발생하여 돌출구조가 생성되었다. 이 구조는 압축 변위 4 cm (그림 7b)까지 발달하였으며 압축 변위 6 cm (그림 7c)부터는 약 9 cm 거리의 지점에서 두번째 돌출구조가 발생하였지만 그 거리가 기존 돌출 구조와 매우 가까워 새로 발생한 역방향단층이 기존 역방향단층과 중첩되었다. 압축 변위 8 cm (그림 7d)에서는 3번째 돌출구조가 생성되었으며 앞선 구조와 약 8 cm 떨어진 지점에서 나타났기 때문에 역방향단층 및 돌출구조가 뚜렷하게 관찰되었다. 압축 변위 10 cm (그림 7e)에서는 약 4 cm 거리에서 4번째 돌출구조가 발생하였으며, 최종적으로 4개의 전파단층이 연이어 존재하는 인편상단층(imbricate fault)을 이루었다. 접촉 상태의 스프링은 그림 7f ~ 7j에서 붉은색으로, 파괴된 스프링은 푸른색으로 나타난다. 본 연구에서 단층은 가시적인 규모에서 파쇄된 무결암을 의미하며 이산요소모형을 이루는 입자 간 비 접촉 상태와 같다(그림 7f ~ 7j의 청색 영역). 따라서 그림 7a ~ 7e에서 관찰 가능한 단층 형태는 그림 7f ~ 7j에서 더욱 명확하게 확인할 수 있다. 또한 그림 7c ~ 7e에서 정확히 보이지 않았던 역방향 단층은 그림 7h ~ 7j에서 뚜렷하게 드러난다.

        
          
          

          Fig. 7. 
				
          

          
            Results of shortening experiment conducted using DEM. (a) ~ (e) Time evolution steps of the fold-and-thrust belts model, with increasing total displacement from 2 cm to 10 cm. A pop-up structure is shown in (a); (b) ~ (e) after 4 cm convergence, the successive forward thrusts develop in sequence, forming an imbricate thrust system. (f) ~ (j) States of the contact map at time steps equivalent to (a) ~ (e). The red and blue regions denote the areas where particles are in contact and separated, respectively. The area pervasive with separated particles represents faults, backthrusts comprising paired pop-up structures with forward thrusts clearly appear.
          
          

          

        

        Buiter et al. (2006)은 7개의 수치 해석 코드를 사용하여 토조 압축 모형을 설정하고 압축에 따른 단층 개수, 표면 경사각, 단층 간격 등을 측정 후 Schreurs et al. (2006)의 상사 모형 결과와 비교하였다. 본 연구는 제작한 모형의 유효성을 검토하기 위해 이산요소모형의 표면 경사각, 단층 간격, 단층 개수를 총 압축 변위에 대해 도시하고 Buiter et al. (2006)가 정리한 수치 및 상사 모델링 결과와 대조하였다(그림 8). 본 연구에서 사용한 길이 30 cm 토조 모형의 총 압축 변위는 10 cm이며, 전체 압축량이 2, 4, 6, 8, 10 cm인 시점에서 표면 경사각, 단층 간격, 단층 개수를 측정하였다. 수치 및 상사 모델링을 통한 기존 연구 결과가 속한 영역은 채색하여 도시하였으며, 본 연구 결과는 붉은 점으로 표시하였다. 표면 경사각은 단층 상부 외곽선이 기울어진 각도로서 압축 변위가 2 cm 일 때 약 15°, 6 cm 일 때 21°, 10 cm 일 때 18°로 소폭 증가하였다가 다시 감소하는 경향을 보였다(그림 8a). 이는 기존에 수치 및 상사 모델링으로 수행한 결과 범위 내에 해당하였다. 압축이 진행됨에 따라 발생하는 단층 간 간격(그림 8b) 및 개수(그림 8c) 또한 기존 결과 내에 분포하였다. 단층 간격의 경우, 전파단층개수가 2개인 6 cm부터 측정하였으며 총 압축 변위인 10 cm에 도달할 때까지 단층의 간격이 평균 3 cm로 그 편차가 미미하였다. 본 토조모형을 압축할수록 전파단층과 역방향단층이 교대로 발생하였다. Buiter et al. (2006)의 단층 개수 측정 방법에 따라 정방향 단층만 고려하였으며 그림 8c에서 최대 4개까지 발생하였다. 이산요소법의 입자 간 강성은 입자 간 중심 거리에 반비례한 관계를 갖는다. 이는 입자의 반지름이 강성에 영향을 미치며, 입자의 크기가 달라질 시에는 입자를 새로 배치시키는 과정 및 강성 차이로 미시적인 접촉 힘 분포가 변화한다. 따라서 합리적인 크기의 입자를 사용하며 계산의 반복 수행을 통해 크기에 따른 민감도를 파악할 필요가 있다. 본 연구에서는 수행한 토조 압축 실험에 사용된 입자의 개수는 총 17,154개이고, 분리단층역할을 수행하는 마이크로비드층을 제외한 경우 입자의 크기는 3·10-4 ~ 6·10-4 m이다. Schreurs et al. (2006)에서 발췌한 Parma 대학에서 수행한 토조 압축 실험에서 사용된 입자의 크기는 6·10-5 ~ 2.5·10-4 m 이다. 따라서 본 연구는 실제 모래 수준과 비슷한 크기의 입자를 사용하였다. 이를 바탕으로 계산을 반복 수행하고 수렴된 결과를 사용하여 입자 크기에 따른 결과 변동성을 감소시켰다. 

        
          
          

          Fig. 8. 
				
          

          
            Analysis of the DEM results compared to previous analog (Schreurs et al., 2006) and numerical (Buiter et al., 2006) studies. Geometric results (i.e., surface angle, spacing between two near-thrusts, and the number of thrusts) are measured at the time-steps with the same displacements from 2 to 10 cm (red circles). (a) Blue and purple bands denote the surface angles for the analog and numerical models, respectively. The top inset schematically describes the measurement of a surface slope. (b) Light green and green bands indicate the spacing between two near-thrusts in the analog and numerical models, respectively. The center inset represents the determination of the space. (c) The numbers of thrusts for the analog and numerical experiments are shown in the yellow and red bands, respectively.
          
          

          

        

      

      
        3.4 습곡-충상단층대 모형의 변형률
        이산요소법으로 수행한 습곡-충상단층대모형 결과의 유한변형률텐서, 체적변형률, 왜곡도를 계산하였다. 그림 9a ~ 9d에서 유한변형률텐서의 대각성분인 E11과 E22는 단층부에서 높은 변형률 값을 보여준다. 토조가 X축 방향으로 압축되었기 때문에 Y축방향으로 인장력이 작용하여 해당 방향의 변형률을 보여주는 E22가 X축 방향의 변형률인 E11 보다 평균적으로 높은 값을 보였다. E는 대칭행렬로서 E21과 E12가 서로 같기 때문에 E12만 도시하였다(그림 9e, 9f). E12는 절대값은 같지만 부호가 다른 결과 범위를 가지며 부호는 단층의 운동감각을 지시한다. 오른쪽 방향으로 경사진 단층은 양수이며 왼쪽 방향은 음수로 E12 값이 표시된다. 그림 9g, 9h에서 체적변형률(J)의 계산 범위는 E12와 같지만 방향에 따른 특징이 보이지 않고 양수 값과 음수 값 모두 단층에 혼재한다. 그림 9i, 9j의 왜곡도(IIE')는 모두 음수로 측정되었으며 E11과 E22과 반대로 단층에서 더 작은 값을 보였다. 유한요소법을 사용했을 때(그림 9b, 9d, 9f, 9h, 9j)가 유한차분법을 사용했을 때(그림 9a, 9c, 9e, 9g, 9i)보다 상부 경계의 변형률을 명확히 나타내지만 전체적으로는 유한차분법을 사용했을 때보다 불균일한 분포를 보인다. 이는 모형 문제의 변형률 계산 결과와 동일하게 보간 과정 및 경계 절점 계산의 유무를 원인으로 해석할 수 있다.

        
          
          

          Fig. 9. 
				
          

          
            Comparison between the strain distribution calculated using the FDM and FEM. Diagonal parts of the finite strain tensor are shown in (a) ~ (d). Panels (a) and (c) show the FDM results, whereas (b) and (d) show the FEM results. Panels (e) and (f) indicate the non-diagonal parts attained from the FDM and FEM, respectively. (g) represents volumetric strain of the FDM and (h) display that of the FEM. The amount of distortion, the second invariants of the deviatoric finite strain tensor, was also calculated by the FDM and FEM, which are displayed in (i) and (j), respectively.
          
          

          

        

      

    

    

  
    
      4. 결 론
      본 연구는 물질의 취성-소성 변형 모사에 적합한 이산요소법을 통해 습곡-충상단층대의 진화를 모사하였으며, 유한요소법 및 유한차분법을 도입하여 퇴적 입자 간 결합과 파쇄가 반영된 미소 단위 변형률을 계산하였다. 단층 연구에서 변형률은 일차적으로 단층의 변위 규모와 운동 감각을 보여주며, 이차적으로는 전단열 증대 현상(Jaquet et al., 2016), 마찰력 약화(Rathbun and Marone, 2010), 에너지 소산(Lieou et al., 2014) 등과 깊은 관련이 있다. 본 연구에서 계산한 입자 단위 변형률은 습곡-충상단층대 진화의 운동학적 특성을 반영하였으며 추후 위 현상들과 정량적으로 관계 지을 수 있는 가능성을 제시하였다. 지질 구조의 변형은 매우 오랜 시간에 걸쳐 미소하게 변형하여 해당 지대의 변형률과 응력 변화 이력을 추적하는 일은 매우 어렵다. 본 연구에서는 습곡-충상단층대 모형의 시간에 따른 변형률을 계산하였으며 교결, 압밀, 침식 등 퇴적물의 마찰성 입상 거동이 반영되었다는 점에서 다양한 활용가능성을 보여준다. 모형 모사의 결과로 획득한 정량적 자료들(예, 변위, 좌표 등)을 후처리 하여 모사 결과에 대한 정성적 의의(예, 운동감각, 체적 변형률, 왜곡도, 변형 규모 등)를 얻었다. 이에 불연속 물질을 기반한 이산요소법을 사용한 모형임을 고려하였을 때 변형률 계산을 위한 가장 효율적인 후처리 기법을 비교, 분석하였다. 

      본 연구에서는 습곡-충상단층대의 진화 및 변형률 분포를 파악하기 위해 이산요소법을 이용하여 습곡-충상단층대 모형을 제작하고 유한차분법 및 유한요소법을 통해 변형률을 계산하였다. Buiter et al. (2006)의 토조 압축 실험을 벤치마크 하였으며 압축률에 따른 세가지 지표(즉, 표면 경사각, 단층 간격, 단층 개수)의 비교를 통해 본 연구에서 개발한 습곡-충상단층대모형의 유효성을 검증하였다. 이산요소모형의 입자의 배열은 매우 불규칙하며 입자 간 간격이 일정하지 않아 추가적인 기법 없이 변형률을 구하기에 한계가 있다. 본 연구는 이산요소모형의 변형률 분석 방법으로써 유한차분법 및 유한요소법을 도입하여 변형률을 계산하였다. 두 계산법의 정확성 및 효율성을 정량적으로 평가하기 위하여 모형 문제의 변형률을 구하고 해석해와 비교하였다. 두 방법 모두 해석해와 전반적인 변형률 분포가 일치하였으나 변형률이 급격히 변화하는 지점에서는 두 결과에 다소 차이가 발생했다. 유한차분법에서는 격자 구성을 위해 변위 정보를 입자에서 절점으로 전사하는 과정에서 일부 변위가 손실되는 대신 평활화가 이루어지기 때문에 해석해보다 변형률 구배가 작게 나타났다. 유한요소법에서는 변위의 보간 과정이 불필요하며 입자 값이 곧 절점 값이 되어 자료의 손실을 피했지만 해석해에 완전히 상응하는 균일함은 구현하지 못했다. 그러나 두 방법 모두 RMS 오차의 단위가 10-3 ~ 10-2로 양질의 계산을 수행했다고 해석된다. 유한차분법의 RMS 오차는 유한요소법보다 약 4배가 높으며 특히 오차가 경계에 집중되어 있다. 이는 경계선에 존재하는 마지막 행/열은 중앙차분이 불가능하기에 가장 인접한 값을 대신 사용했기 때문이다. 유한차분법을 사용한 변형률 계산은 균일한 결과를 내어 결과 해석을 원활하게 할 수 있지만 보간 방법과 격자 해상도에 따라서 정확도 차이가 크게 발생하므로 신중한 처리가 요구된다. 특히 입자 개수 대비 격자 해상도가 매우 높을 경우 오차 발생률이 급격히 증가하였다. 이산요소법을 사용한 습곡-충상단층대모형은 입자 단위의 취성 변형을 본질적으로 계산하며, 특히 단층 내 암석 파쇄로 인한 불규칙한 경계를 사실적으로 나타낸다는 장점이 있다. 경계부는 침전, 침식, 교란 등과 같은 퇴적작용이 활발하게 일어나 변형의 가능성이 높은 부분이다. 유한요소법은 입자의 위치를 그대로 절점으로 사용한다는 점에 있어서 습곡-충상단층대의 불균일한 경계 내 변형률을 정확히 계산할 수 있다. 이는 유한요소법이 이산요소법을 사용한 모형의 후처리 수단으로써 높은 효율성을 가짐을 제시한다.
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